Exercice de mise en application de géométrie dynamique et rédaction de document
mathématique

d'aprés un probléme posé par M Gouy :

cas concret : 1'échelle qui glisse le long d'un mur

Une échelle est posée contre un mur. Quelle est la trajectoire du barreau du milieu si 1'échelle vient a glisser le
long du mur ?
Méme question avec un barreau se trouvant au t/is:rs de I'échelle en partant du haut
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travail a effectuer :

- représenter ces deux situations a 1'aide d'un logiciel de géométrie dynamique (voir prise ne main geogebra)
- conjecturer la trajectoire pour chacun de ces deux cas
- écrire a l'aide d' un traitement de texte la démonstration pour ces deux situations

(les plus férus pourront le faire sous forme de démonstration animée)

indication mathématique pour les moins courageux :

Soit un repere orthonormé (0 1, j)
On considere un point A de I'axe des ordonnées et un point B sur I'axe des abscisses ; on appelle I le milieu de
[AB] et a I'angle <0AB )

Exprimer les coordonnées de A et B en fonction de a et de AB
En déduire les coordonnées de I
Montrer que les coordonnées de I vérifient I'équation de la courbe conjecturée (on ne fera que le sens direct)

AB
Idem avec J de [AB] tel que AJ= 3



Conjecture pour le point I:

: o AB <1 s
Le point I appartient a un cercle de centre O et de rayon —— c'est a dire la courbe d'équation

2
x’+y’= AB®
Y=y
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Démonstration :

d'apreés les regles trigonométriques dans le triangle rectangle :
OA=ABXcos(a) et OB=ABxsin(a) donc A(0 ;ABxcos(a)) et B(ABxsin(a);0)
X,tXp ABXsin(a)
2 2
A Yatyg ABXcos(a)
de méme y,= =
2 2
Nous remarquons sous nos yeux ébahis que
» 2 AB*xsin(af  AB®>Xcos(a)* AB?
Xty = 52 + 2 = E

I est le milieu de [AB] donc  x,=

2
><((:Os2 (a)+sin® (a)) = Af donc les coordonnées du point I

. . AB
vérifient 1'équation du cercle de centre O et de rayon ——

2



conjecture pour le point J :

2 AB
Le point J appartient a une ellipse de centre O et de grand axe ?XAB et de petit axe 3 c'est a dire la
2 2
X Y _
. . + =1
courbe d'équation AB 2 XAB
3 3
10
8 -

Démonstration :
d'apres les regles trigonométriques dans le triangle rectangle :
OA=ABxcos(a) et OB=ABXsin(a) donc A(0 ;ABxcos(a)) et B(ABXsin(a);0 )
1 (a) (a)

1 .
—— x.—x,=—X(x,—x,)=ABXsin— = ABXsin
J vérifie 3 donc 7 4 3 B donc ST et

1 a
yj—yA:3—><(yB—yA):—AB><cos(3—) donc
(a) (a)

yj=—AB><cosT+yA=—AB><cos?+AB><cos(a)=§—><AB><cos(a)

— 4 X AB’ xsin(a)’ | 2*X AB®* Xcos(a)’
Nous remarquons sous nos yeux ébahis que 4 Xx jz +y J-Z = (a) + la)

32 32
4 X AB? 4xAB* (2 2 dxx oyt
4><xj2+yj2=79 X(cosz(a)Jrsinz(a))=97=<3—><AB) dou 4 xAB> 4 XAB>
9 9
2 2 2 2
YooY &) Y _
cestadire: AB*> 4 x AB? AB 2 X AB
9 9 3 3

2
donc les coordonnées du point I vérifient I'équation de l'ellipse de centre O , de grand axe 3 XAB et de petit axe

AB
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Prise en main de géogébra

Téléchargement :

il y a une fiche sur le site www.framasoft.org a l'adresse http://www.framasoft.net/article3455.html
avec un téléchargement sur le site officiel :

Platform Avec l'environnement Java 1.5 (de 17,3 & |sans Java (si vous avez déja installé star office 8
19,4 Mo) par exemple) de 2,5 a 3,5 Mo
9 http://www.geogebra.at/download/InstData/Win | http:/www.geogebra.at/download/InstData/Windows/N
ol ) dows/VM/geogebra_setup_jre.exe oVM/geogebra_setup.exe
Windows
Mac OS X http://www.geogebra.at/download/InstData/MacOSX/ge
ogebra_setup.sit
& http://www.geogebra.at/download/InstData/Lin |http:/www.geogebra.at/download/InstData/Linux/NoV
34 Linux/Unix |ux/VM/geogebra setup_jre.sh M/geogebra_setup.sh

ainsi qu'une présentation par l'exemple : http://www.framasoft.net/article353 1 .html

1

ht ://www.framasoft.net/IMG}UtiliserGeoGebra. df http://www.framasoft.net/IMG/UtiliserGeoGebra.sxw

Prise en main du logiciel GeoGebra Prise en main du logiciel GeoGebra
PDF - 69.3 ko OpenOffice - 38.6 ko

Création de la figure de l'exercice : partie géométrique

étape 1 : faire apparaitre les axes %
menu affichage/axes 7

étape 2 : créer un point A sur l'axe des ordonnées Bau point
choisir le mode nouveau point

O,

£

X Intersection entre deux ahjets
positionner le curseur sur I'axe des ordonnées puis doubler-cliquer .
le fait de se positionner sur l'axe fera du point A, un point de l'axe (Oy) & Niliew ou centre

L]

étape 2bis : vérifier les propriétés d'un objet
pour le vérifier, il est possible d'accéder a le définition du point A en cliquant bouton

. . Iln
droit sur le point A " Ppoint A: Point sur axeY
Le menu ci-contre apparait : - Coordonnees polaires
On note a la premiére ligne, le mode de définition du point Point A : point sur AxeY v Afficher 'abjet
4.

s . .- v Afficher I'Btiquett
On constate que 1'on peut dans ce menu, définir l'affichage de I'objet (avec son étiquette) ehertetiquete

et passer en mode trace (utile pour les points I et J) " Trace activae
2. Dhjet auxilizire
Dans le cas ou ce mode de définition du point ne serait pas le bon, il est possible de le # Redéfinir

redéfinir : une boite de saisie apparait ou il faut noter A = Point[axeY] ch d N
amp de saisie

Le nomenclature des points étant automatique, on sera amené a renommer les points de la= 4/ Effacer
figure (ce sera le cas pour les points I et J) 2 Renommer

. . , . . . Proprigtes
étape 3 : créer un point B comme point d'intersection & Prop

Le point B peut étre considéré comme un point d'intersection entre I'axe des abscisses et le cercle de centre A et de rayon
choisi.
11 faut donc commencer par déterminer le cercle de centre A et de rayon que I'on trouvera dans le menu cercles



http://www.framasoft.org/
http://www.geogebra.at/download/InstData/Windows/NoVM/geogebra_setup.exe
http://www.geogebra.at/download/InstData/Windows/NoVM/geogebra_setup.exe
http://www.geogebra.at/download/InstData/Windows/VM/geogebra_setup_jre.exe
http://www.geogebra.at/download/InstData/Windows/VM/geogebra_setup_jre.exe
http://www.geogebra.at/download/InstData/Linux/NoVM/geogebra_setup.sh
http://www.geogebra.at/download/InstData/Linux/NoVM/geogebra_setup.sh
http://www.geogebra.at/download/InstData/Linux/VM/geogebra_setup_jre.sh
http://www.geogebra.at/download/InstData/Linux/VM/geogebra_setup_jre.sh
http://www.geogebra.at/download/InstData/MacOSX/geogebra_setup.sit
http://www.geogebra.at/download/InstData/MacOSX/geogebra_setup.sit
http://www.framasoft.net/article3455.html
http://www.framasoft.net/IMG/UtiliserGeoGebra.sxw
http://www.framasoft.net/IMG/UtiliserGeoGebra.pdf
http://www.framasoft.net/article3531.html
http://www.framasoft.net/IMG/UtiliserGeoGebra.pdf
http://www.framasoft.net/IMG/UtiliserGeoGebra.sxw

11 faut choisir Cercle (centre-point)

11 faut cliquer (gauche) sur le centre (ici A) puis saisir le rayon (par exemple 9) .

11 suffit alors de créer le point B comme intersection du cercle et de 'axe des
abscisses ,,,Pour ce faire, deux ibilités : @ e
yos , possibilites :
- création de B comme simple point d'intersection : -
en mode « nouveau point », il suffit de placer le curseur a l'intersection O Cercle passant partrois points

des deux courbes (I'une au moins passe en gras) et de double cliquer

— création de tous les points d'intersection possibles :
se placer em mode « intersection de deux objets », sélectionner le cercle (qui passe en gras) puis l'axe des abscisses
(idem) et le point est créé

remarques: pour la suite cacher le cercle C (clic droit sur le cercle puis décocher « afficher l'objet »)

étape 4 : Créer le segment [AB] 5
Choisir dans le menu « segment entre deux point » /'/_ | ‘ @_ -({'L

puis cliquer sur A puis sur B

L]
L]
.
i

/'/ Droite passant par deux points

étape S : Déplacer le point A
Pour déplacer le point A, choisir l'icone « déplacer » puis cliquer en
maintenant appuyé sur le point A (le curseur se transforme en main)

a® A ;
% A "/'/ . ( ilotage au clavier : . Sedment defini par une longueur et un paint
il e | —|| ‘cliquer sur le point A puis utiliser
- - — —|cs touches + ou - ,/'/ Demi-droite passant par deux points

Déplacer

% Tourner autour du point
w

clic droit sur A puis propriété et ./. Yerteur défini par deux points

modifier la valeur de incrément

- . -
o Representant d'un vecteur d'arigine

.
1;?,‘.‘:m Falygone

étape 6 : obtenir le point I et sa trace lors du déplacement de A

Créer le point I comme milieu de [AB] dans le menu « nouveau point », choisir « milieu ou centre »
- soit cliquer sur le segment

- soit cliquer sur les points A et B

Pour obtenir la trace du point L, il suffit de cliquer droit et de choisir « trace activée » dans le menu contextuel
Bouger le point A

. 7
remarques : o* | as hy ‘%7
—  On peut effacer la trace par le menu affichage/rafraichir ' .
- penser a renommer les points afin qu'ils s'appellent I (puis J . Symétrie centrale (ohjet-centre)
pour 1'étape suivante)
— tracer le cercle de centre O et passant par I (cercle/ cercle par le N Symétrie aviale (ohjetaxe)
centre et un point)

: « Rotation {ohjet-centre)
étape 7 : Créer le point J

g Translation (objetvecteur)

e s 1
Nous allons utiliser une homothétie centre A et de rapport 3

cliquer d'abord sur le point puis le centre puis indiquer le
rapport d'homothétie

Activer la trace du point J et essayer de tracer 1'ellipse obtenue en vous servant du menu cercle
pbm : il faut faut 5 points !



Utilisation de la figure de l'exercice : partie algébrique

nous avons vu la partie GEO de GEOgebra, voyons la partie alGEBRA

étape 1 : voir les éléments algébriques
menu affichage/fenétre algebre

remarque : Vous pouvez y lire 'équation cartésienne des cercles utilisés

étape 2 : ajouter des éléments par leur définition algébrique (ou géométrique)

Il est possible de créer des éléments par leur description

- géométrique ... voir la définition du oint A par exemple

— algébrique

11 suffit d'utiliser la fenétre de saisie (si elle n'est pas présente, on peut l'obtenir par le menu affichage/fenétre de saisie »

Celle-ci s'affiche en bas de la figure @ Saisie: | I

obtention d'une conique : il suffit d'indiquer son nom puis son équation quadratique

exemple : 'équation de I'ellipse cherchée peut s'écrire 4 Xx2 + y2 =36
on écrira dans la zone de saisie trouv : 4x>+y>=36

remarque : le 2 s'obtient par la touche qui se trouve entre la touche de tabulation et 1 « echap »(en haut a gauche)

étape 3 : Utilisons des paramétres — phase 1 : longueur AB
Lors de notre construction, j'ai choisi arbitrairement la longueur de AB (j'avais choisi 9 stocké dans a rayon du premier
cercle utilisé pour obtenir b )

Dans la fenétre algébrique, double cliquer sur a et modifier la valeur (par exemple, en mettant 15)
quels sont les éléments de la figure qui ne se sont pas adaptés ?

11 faut donc modifier I'équation de l'ellipse I'écrivant en fonction de a= AB
pour cela, clic droit sur I'équation de trouv dans la fenétre algébrique et choisir redéfinir

Une écriture possible est 4x? + y? = a?*4/9

étape 3bis : Utilisons des paramétres — phase 2 : position de J sur [AB]
11 faut donc redéfinir le point J en un point mobile sur [AB]

remarques :
- recréer un nouveau point K mobile sur [AB], noter sa définition et l'utiliser pour redéfinir le point J
— apres sa redéfinition (par clic droit redéfinir), 1J passe des « objets dépendants » a la catégorie « points libres »

Pour modifier 1'équation de 1'ellipse en conséquence, il faut déterminer le petit axe et le grand axe en s'appuyant sur les
distances Al, BJ et AB

notation : en mode calcul, la distance AB se calcule par distance [ A, B]
aide : 1'équation de I'ellipse peut s'écrire : trouv: x>/ Distance[A, J]*> + y? / Distance[J, B]* =1

Bouger le point J ... C'est pas beau la vie ?



